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背 理 法

(Reductio ad absurdum)

§1 命 題

(1)命題とは､一つの判断を述べた文章で､真

(正しい)か偽 (正しくない)か考えられるも

のといってよいだろう｡｢述べた｣は ｢主張 し

た｣といってよく､文章や式などもよいが､真

偽の ｢考えられる｣ものを ｢きめられる｣とか

｢判断できる｣というと少し言いすぎになる｡

真か偽かにわかに決められなくても､真か偽か

いずれかと判断される｡例えばフェルマーの大

定理の述べているようなことがらは命題である｡

また代数における等式不等式なども一種の命題

である｡

(注意)命題と命題関数とはどう違うか､｢2
は6の約数である｣のように変数を含まない文

章で､真か偽かが定まっているのが ｢命題｣の

本来の意味､しかし高校などでは命題と命題関

数を合わせて ｢命題｣ということが多い｡

命 題

(広い意味) (

命題 (狭い意味)

命題関数

(2)複合命題 (命題の合成)

いくつかの命題から ｢かつ｣｢または｣｢でな

い｣｢ならば｣という言葉を使って新 しい命題

が作られる｡このような命題を複合命題又は合

成命題という｡(もとの個々の命題を単一命題

という)

i)命題の真偽

V) 2つの命題を♪､qとする ｢Z)andq｣(少

かつq)を論理積 (または合接) といい､｢LP

宮 崎 和 順

<q｣と表わす｡｢L)orq｣(♪またはq)とい

う命題を論理和 (または離接) といい､｢♪>

q｣と表わす.b^q､♪>q､という命題の

真偽は次の表に示すことができる｡

｡この表ではTは真 (true)､Fは偽 (false)

を表わす｡この表を真理表とか真偽表とよん

でいる｡

(｡) 否定命題

ア)単一命題の否定

命題Pに対して否定 ｢♪ではない｣をγで表

わすことにする｡すと夢の

真偽表は次のようになる｡

イ)合成命題の否定

pT q､す>7､9V q､す<首の真偽表は

次のようになる｡

♪ q 一一一P<q ～ ～♪>qPTq～ ′ヽ■′♪<qTTFTTTFFFFTTTFFFTFTTFFFTTFTTFFFTFTTFFTTTFFFTTTFF
F F TFFFTTTTFFFTTT
よって

pTq-す>す､pVq=す<す (DeMor-

ganの法則)となる｡
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ii)命題の主張

命題は一つの判断を述べた (主張した)文章

である｡

(1) 離接b>qは♪またはqの少なくとも一方

が真であることを主張するものである｡

(｡) 合接P^qはblぉよびqが真であることを

主張するものである｡

ぐう 否定首はqが真でないことを主張するもの

である｡

例題 次の英文を訳せ

①

②

③

i

i

i

(DeMorganの法則の利用)

HecanreadandspeakEnglish.

HecannotreadorspeakEnglish.

Heiskindanddiligent.

Heisnotkindordiligent.

HespeaksEnglishandFrench.

HedoesnotspeakEnglishorFrench.

iii)条 件 又

(1) 命題 ｢p-+q｣の真偽

｢p-q｣ "♪ならばq

である〝という形の命題を

条件文という｡真偽表は右

のように規約する｡

条件文は仮定が偽の場合真であることが気に

なる､これは上のように規約することによって

命題についていろいろなことが大変都合よくな

る｡たとえば命題 ｢p-q｣と対偶 ｢才一す｣

が同値ということもこの約束がないとさしつか

えが起こる｡たとえばαは実数を表わすとする

と命題 ｢a≧0ならばa2≧0｣は真であるが､

その対偶命題 ｢a2<0ならばa<0｣ は真で

あってほしいわけである｡ ところが仮定α2<

0は明らかに偽である､よってこの規約につい

ては､次のように考えるとよい｡

例題1,･天気がよければ遠足に行くという文

章について考えてみる｡

p:(天気がよい)q:(遠足に行く)p-qを

"天気がよければ遠足に行く〝と約束したとす

ると､この命題を美とすることを約束したので

あるから､約束を破ったことになるのは､天気

がよくて遠足に行かない場合だけである｡

例題2 3-8-す1-1､2-7を導け.

(解)3-8

8-3

3-8

1-1

辺々加えて

ll-11∴1-1

辺々減じて2-7

偽から正しい推論によって真､偽な命題を引き

だすことが出来る｡よって真偽表は前図のよう

に規約するのが妥当である｡

問題 空集合の性質(1)､(2)を証明せよ｡

(1) 空集合はただ1つである｡

(2) 空集合はすべての集合の部分集合である｡

(解)(1)部分集合の定義Ⅴ∬(∬∈A-∬∈

B)のときA⊆B

空集合が2つあったとして､その1つを¢､

他の1つを¢′としたとき¢-¢′がいえればよ

い｡¢∋∬-¢′∋∬は¢∋∬が偽であるから､

規約によって成立する ∴¢⊆¢′､同様にし

て¢′∋-¢∋∬ ∴¢′⊆¢ゆえに¢-ゆ′o

(2)¢∋x-A∋xは¢∋xが偽であるから

規約によって成立､ゆえに¢⊆A｡

いま命題少､ qの複合命題す>qの真偽表を

作ってみる､これを ｢♪-→q｣の真偽表とくら

ベてみるとあらゆる

場合に真偽が一致し

ているから｢p-q｣

と ｢す>q｣とは論

理的に同値である｡
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T F F F F F

F T T T T T
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∴♪-q-す>q

この関係をわかりやすく理解するには､命題

は一つの判断を述べた､(主張した)文章である

から､上の関係の両辺をそれぞれ- -であるこ

とを主張していると読んでみるとわかりやすい｡

(｡)双条件文

♪であるのはqであるとき､およびその時に

限るという命題は (I)-→q)< (q-･♪)であ

るが､これを双条件文とよ

んで♪ -qであらわす｡

真偽表は右の通りである｡
iv)論理的に同値

2つの命題♪と夢につい

ては右下の表のように♪の

真偽による2つの場合があ

る､どの場合にも真偽が一致している｡いくつ

かの命題♪､q､/I-･から作られた複合命題の

真偽が､一致するならば､2つの命題は論理的

に同値であるというわけである｡このような場

合､たとえばL'-夢のように書く (2重否定)､

命題♪､ q､･･･-･から作 られた合成命題をP

(I?､q､ Y､･･･)と記号で表わすことにする.

P (♪､q､Y､-)とQ (少､q､Y､･･･)

の真偽表が全く一致するとき､これらの命題は

論理的に同値であると言い､P(♪､q､r､･･･)

-Q (♪､q､ Y､-)で表わす.

例題 す>qと♪<す一首とは同値である｡

ppq ･♪~<IF-巧 7 >q

T T T F F T F F T T

T F T T ~T ･F F.F F F

F T F F F T ■T T T T

上の真偽表によってすvq=♪<q-すが証

明できた｡
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つね
Ⅴ)恒に真である命題 (talltOlogy).

1つの典型的な文章は､ある場合には真で､

他の場合には偽であるが､考えているすべての

可能な場合に対して真である命題もあり得る｡

このような命題は論理的に真である命題 (トー

トロジー)とよばれる｡たとえば

p>すとか♪< (I)-q)-.qという命題を

考えて見ると､tI､qの真理値が何であっても､

つねにその真理値がTとなる｡このように､そ

こに現われる命題の真理値が何であっても､そ

の真理値がつねに真となるものを､つねに真で

ある命題結合またはトートロジーという｡

♪-･qがトートロジーであるとき ｢♪はqを

導く｣または ｢♪はqを合意する｣といって記

号で♪ESqと表わす.(いくつかの命題少､ q､

T､--を含む合成命題P,(LI､q､Y､･･･)､

Q (少､q､T､-･)に関する条件文p-Qが

トートロジーであるとき､｢PはQを導 く｣ま

たは｢PはQを合意する｣といい､この事実を

記号でPESQと表わす｡)そしてL)はqである

ための十分条件､qは♪であるための必要条件

であるという｡

ここで注意を要することは､条件文p- qは

Pとqから作られた合成命題であり､含意 P ･⇒

qは♪とqとの論理的な関係を示すということ

である｡

また双条件文♪ -qがトートロジーであると

きは少とqは同値である｡(qとL,は同値であ

る)といい､この事実をL1⇔ qであらわす｡双

条件文♪ -qが真となるのは♪とqの真偽表が

等しいときであるから､双条件文がトートロジー

となる､すなわちb⇔qとなるのはL)とqの真

偽表が完全に一致するときである｡

条件文､双条件文の真理集合



(1)♪(x)､q(x)を命題関数とすると♪(x)-

q(x)-和 一q(x)

A(x)-q(x)-(P(x)-q(x))<(q(x)-♪(x))

-(m >q(x))<(q73>b(x))

-(a >q(x))<(♪(x)>qTG5)

であるから

A-txI♪(x))､B-txlq(x))とすると

♪(x)-q(x)の真理集合は言uBである｡

P(x)-q(x)の真理集合は (言uB)∩(AU

育)である｡

i)P(x)-q(x)の真理集合

ii) q(x)-♪(x)の真理集合

武)♪(x)-q(x)の真理集合

此勿聯肖芽
(2) トートロジーと矛盾の真理集合

Uの上の命題関数を♪(∫)とすると､♪(∫)

が トートロジーであるということは､Uのすべ

ての元方にたいして♪(∫)が真であるという

ことであるから､(∬1♪(∫))-Uとなる｡また

♪(∫)が矛盾であるということは､Uのすべて

の元ガに対して♪(∫)が偽である｡すなわち

(∫l♪(∫))-¢となる｡よって次の定理が成り

立っ｡

定理 b(x)､q(x)の真理集合をA､Bと

すると

i)P(x)⊂令q(x)となるのはA⊆Bのときお

よびそのときに限る｡

ii)♪(x)⇔q(x)となるのはA-Bのときお

よびそのときに限る｡

i)の証明

L)(x)-q(x)の真理集合はAUBであり､♪

(x)弓〉q(x)はb(x)-,q(x)が トー トロジーと

なることであるから､真理集合はAU.B-Uが

成立するということである｡

(1) A⊆B一言uB-Uの証明

(1)有uB⊆Uは明らかに成立する｡

(｡) U-AU有

言UA⊆言uB(∴A⊆B) ∴言UB⊇U

よって打)と(p)より首uB-Uが成立する｡

(2)A⊆B一言uB-Uの証明

A⊆AnU-言∩(言uB)

-(An耳)∪(AnB)

-¢∪(AnB)⊆B

∴A⊆B

(1)と(2は り定理は証明された｡

辻)の証明

i)より♪(x)⇒q(x)ならA⊆B､P(x)⇒ q

(∫)ならA⊇B よってA-Bとなる｡

(注意)♪(x)-q(x)について

｡x∈Pをみたすxはすべてx∈Qをみたす

--古典論理

｡すべてのガについて ｢∬∈P･一方∈Q｣

･--記号論理的な見方

よって条件文は ｢すべてのものについて｣を

省略してあると見る理解が必要である｡

例題 LI>す､♪<(p-q)-q､(♪-q)

^(q-r)-(p-→r)の真偽表を作ってみる.

(トートロジーの例)
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♪す7V7

T F T
FT T

♪ q..r (♪-q)<(q-,r)-,,(LIJ.-+r)

T T T T T T T T

T T F T F F T F

T F T F F T T T

T F F F F T T F

F T T T T T T T

F T F T F F T T

F. F T T T T T T

§2 推 論

いくつかの命題の合接から他の命題が導かれ

るという主張をこれらの命題に関する推論とい

う.たとえば九､♪2からqが導かれるという

主張すなわちPl<L12-qが トートロジーであ

るという主張ではPl､♪2を前提､ qを結論と

いい､これを記号的に次のように書く｡

♪1
92

/.q

上の式の横線上にあるのが､前提､下にある

のが結論である.前提は♪1､92､ - -､♪nと

3つ以上ある場合もある｡推論は前提の合接が

結論を導くとき､すなわちPL<92̂ - ･･･<bn

ESqのとき､有効であるといい､有効でない推

論を謬論という.前提の合接をタ､結論をqで

書きあらわすと､推論の有効性は条件文♪- q

がトートロジーであるかどうかで判定されるの

であるから､条件文の真偽表から次の事がわか

る｡

(1)前提の合按少が真 (前提のすべての命題が

真)のとき結論qが真のときおよびその時に限っ
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て推論は有効である｡

(2) 前提が偽の時は､結論の真偽にかかわらず､

つねに有効である｡

p-qを証明する場合､次のような直接証明

法と､間接証明法の2つがある｡(漬緒とは前

提から結論を論理的法則に従って導き出す考え

方｡)

i)直接証明法

認められた命題 (前提)から出発し､つぎつ

ぎと有効な推論を続けることによって与えられ

た命題が真であることを証明する方法をいう｡
有効な推論 有効fL推虫 有効な推玲

前提- 命題一一 - ･- ･････､命題一一 結論

ii)間接証明法 (条件文の変形)

排中律を使って､間接的に結論の真であるこ

とを導く証明法のことをいう｡

イ)対偶命題す-すによる証明

例題 直線告+チ-1においてaキムなら

ば､この直線は点 (i､i)を決して通らない｡

(解)対偶を考えるo直線告･号-1におい

て (%､昔)

を証明する｡

を通るならばα-∂である｡これ

告･号-1上に (与､i)はあるから､

% ･% =l:･b2･a2-2ab

∴ (a-b)2=0 ∴a-b､よって証明さ

れた｡

ロ)背 理 法

この方法は ｢♪<す｣がすべての場合に偽で

あることを確認する証明のことであり､それは

次の5つのどれかについて､その真であること

を直接証明によって証明すればよい｡

i)｢7-7｣

ii) ｢♪<す-す｣

Bi) ｢Z)<7-qJ

iv) ｢Z)<7-r<7｣(rは1つの命題)



V) ｢♪<す-ア｣(Yは既知の真の命題)

背理法は上の5つの形に分類でき-る｡ i)の

対偶命題による証明法も背理法ということがで

きる｡

(注意)排中律b>す･･･｢少である｣と ｢すで

ない｣の一方が真であることを示すものである｡

次に背理法が正しい論法であること､すなわ

ちp-qと同値であることを簡単に扱ってみる｡

i)す一首について

証明)す-7-苛>7-q>7-7>q､

♪-q-す>q ∴才一7-♪- q

別解)

♪ q 777 P→q

T T FT F T

T FT F F F

F T FT T -T

ど F.T T T T

左の表より

7-7-♪-qが成

立する｡

ii)♪<す一首について

証明)♪<7-♪-苗 >7

-(す>q)>7-(7vす)>q

-す>q､♪-q-す>q

∴b<7-7-I)-q

♪ q～q L'<7-7 L'-.q

T T _F T F F T F T

T F T T T T F F F

F T F F F F T T_ T

F F T F F T T T T_

上の真偽表よりL)̂ 7-7-L･-qが成立す

る｡

iii)P^7-qについて

証明)Z'<7-q-声音>q

=(す>q)>q-す>q､

p-q-す>q

∴♪<7-q-♪-q

ー 6-

Jp q PTナqj'̂ q..?.q1, ∴

T T T F F T T ･T .

T F T T T F F 早.

F T F~F F T T T

F F F~F T T F T

上の表よりb<q-q-♪-qが成立する｡

iv)P^7-･T･̂ γについて

証明)♪<す- , 7̂-(声音 )>(, 7̂)

=(す>q)>(め)-す>q

L)-q-す>q

∴♪<7-,r ア̂-p- q

♪ q p 7̂→ T.<7 p-q

T T T F F T F T

F T F■F F T F T

F F F F T T F- T

上の表によってP̂ 7- r<7-p-qが成

立する｡

V)p<す-7'について

証明)P<7-7-(符号)>7

-(す>q)∨¢-す>q､

♪-q-す>q

∴♪<7-7-♪-q

♪1q p>7-7 ♪-q

T F T T T F ･F F

F T F F F T F T

上の表によって♪<7-7-L･-qが成立す

る｡

以上の5つの証明によって間接証明法 (背理

法)は正 しい論法であることが証明できたわけ

である｡

またp- qが正しいことを証明するとき､結



論の否定すなわちqを仮定して不合理 (矛盾)

を導びけばよいことが明確化されたわけである｡-

i)～Ⅴ)まで一応真偽表を書いてみましたが､

真偽表の方が理解しやすい面を持っているよう

に思う｡

間接証明法 (背理法)に関する例題

i)す-すについて

問題 x2キy2ならばx≒yである｡

証明)この命題を証明する代わりに､この対

偶命題 xT y-xiTy2すなわちx-y-x2-

y2を証明すればよい｡

x-yの両辺にx､yをそれぞれかけて､

x-y-x2-xy､xy-y2

∴x2-y2(x2-y2-(x+y)(x-y)-0

∴x2-y2としてもよい.)

したがってx-y-x2=y2が成立すること

が証明できた｡

ゆえにx2キy2-x≒yが成立することが証

明された｡

ii)♪<7-7について

問題 x､y､Zが正の整数でx2+y2-Z2

のとき､ x､y､Zのうち､少なくとも1つは

偶数である｡

証明)P:x2+y2-Z2が成立する｡

q:x､ y､Zのうち少なくとも1つは偶数

である｡と少､qをすると､題意は♪-qを証

明することになる｡

す :x､y､Zのうち少なくとも1つは偶数

であるの否定すなわち :x､y､Zのすべてが

奇数である､と仮定すると､(奇数)2-奇数で

あるから､x2+y2が偶数で､22は奇数となり､

x2+y2-22は成立しない｡すなわち7となる.

よってb<7-7が成立することが証明され

た｡

ゆえに､♪-qすなわち＼ x･､y､Zが正の

整数で･x2+y2-22のときx､ yiZのうち少

なくとも･1つは偶数であることが正 しいことが

証明された｡..

Bi) ♪<7-qについて.

問題 mが正の整数で､2"-1が素数なら､

mは素数である｡

証明)P:2巾-,1が素数であるo

q:mは素数である｡と♪､ qそする｡

♪<すすなわち2--1が素数かつmは素数

でないようなmがあったと仮定すると､このと

き､m-a.b(G､bを正の整数)と書ける

から､2N-1-24'L l-(20)L l-(2.4-

1)((24)8-I+(24)b-2+･- ･-･+24+1)a､

古が正の整数であるから､上の式の2つのかっ

この中はともに正数である｡したがって､2-I

1は2"-1の因数である｡

2"-1は素数であるから､その因数24-1

は1か2N-1のいずれかである.すなわち20-

1-1､または2̀-1-2m-1､ゆえにβ-

1またはa-m､m=a･bとするとa-1ま

たはa=mとなるのであるから､mは素数であ

る｡すなわち ｢L)<7-q｣を導くことができ

たので､♪-→qが証明出来たことになる｡

iv･)♪<7-r̂ γについて

問題 2つの円が互いに接するとき､その接

点は2つの円の中心を結ぶ直線上 (中心線上)

にある｡

証明)♪:2円 Olと0が接する｡

q:中心線は接点を通る.

r:2円の共有点が1こである.とする｡

zI<すすなわち中心線が接点を通らないと仮

定すると円はその直径に対して対称であるから､

中心線に関して対称な共有点が2こあることに
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なる｡よって､2円01､02は接する｡すなわ

ち′であり､かつ共有点が2こある｡すなわち

アである｡よってr<γが成立することになり､

結局 ｢♪<7-r<7'｣が導びかれたことにな

り､この問題は証明されたことになる｡

V)b<7-7について

問題 相異なる3つの直線α､h cについ

て､aJ/ycかつb,/Pcならばa//bである｡

証明)♪ :aクCかつb//Cである｡

q:a//bである｡

r:直線外の1点を通って､その直線に平行

な直線は1つに限って引くことができる｡(平
つね

行線の公理～恒に真である｡)

す :a〆bと仮定すると､ aとbは交わる｡

また､βと∂は異なる直線であるから､ βと古

との交点を通ってCに平行な直線a､bが2つ

存在することになって､公理に反する｡すなわ

ちγが証明されたことになる｡

よって ｢♪<7-7｣を導くことができたの

で､クーqが証明出来たことになる.

ハ)転 換 法

いくつかの条件文91-ql､92- q,､ ､

Pn- qnはすべてトートロジーであるとき､次

の2つが示されたとする｡

① 311､♪2､･-･･､ZInがあらゆる場合をつく

している｡

② ql､q2､･･-･､qnはどの2つも両立 しな

い｡

条件文Pl-ql､♪J-q2､-･･･､ Pn- qnの

逆ql-→♪1､q2- 92- -､qn->Pnはすべてトー

トロジーとなる｡これはすべて背理法で証明す

ることができる｡この原理を利用する証明法を

転換法という｡

これはql-♪1､q2-♪2･･-･､ qn･-Pnを証

明するのにPl-→ql､I)2-q2､･･･-､ ♪n- qn

が トートロジー､①､(参を確かめるという方法

である｡

例題 ax2+bx+C-0(a≒0)の判別式

をD-b2-4acとすると

1)D>0～相異なる2実根

2)D-0～重根

3)D<0～相異なる2虚根となることを証明

せよ｡

証明)(J)解 (梶)の公式よりD>0-相異

なる2実根､C-0-重根､D<0-→相異なる

2虚根は明らかに成立する｡

(ロ) i)相異なる2実根-D>0､ii)重根-

D=0､並)相異なる2虚根-D<Oi)にお

いてD>0とするとD-0またはD<0となり

(J)より重根または相異なる2虚根をもつことに

なって､仮定相異なる2実根に反する､よって

i)は証明された.ii)､泣)についても同様

である｡(①､②を満たしているからこの証明

は転換法である｡)

ニ)同一法 (背理法の変形である)

例題 3角形の2辺を相等しい比に内分 (ま

たは外分)する2点を結ぶ直線は第3辺に平行

である｡

証明)

C

△ABCにおいて､

AB､ACを相等しい

比に内分 (または外分)

する点をそれぞれD､

Eとすると､DE//B

Cであることを証明す

ればよい｡そこで今Dを通ってBCに平行線を

引いて辺AC(またはその延長) とE′におい

て交わらせると､AD:DB-AE′:E′C､

従ってAD:DB-AE:ECのときはAE′:
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E′°-AE:EC｡しかるにACを相等 しい

比に内分 (または外分)する点は唯一つに限る｡

(でないとすると内分点が2つあることになっ

て不合理～背理法)従ってE′はEと一致 しな

ければならない｡

/. DE,/rBC
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